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RESUMEN:

El problema de estimar un indice de diversidad es analizado utilizando el marco Bayesiano
conformado por la teoria de los modelos superpoblacionales. Se estudian las propiedades
fundamentales de la teoria correspondiente al utilizar los indices de Fager y Simpson. Se utilizan
varias distribuciones teéricas para ilustrar el comportamiento de los errores esperados bajo los
modelos analizados.

ABSTRACT:

The estimation of a diversity index is studied using the Bayesian framework provided by the
superpopulation model theory. The main theoretical properties are studied when Fager and
Simpson indexes are used. Different distributions are considered for illustrating the behaviour of the
expected errors under the analysed models.
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1. INTRODUCCION

Muchas de las investigaciones en ecologia tienden a caracterizar una comunidad y en
la mayoria de las ocasiones se desea obtener informacion de areas o superficies muy
grandes, dada la usual imposibilidad de hacer un censo se utilizan muestras. Kepton
(2002) menciona que si bien es cierto se ha llegado a dar una interpretacioén tedrica a
los indices como medidas de diversidad se necesitan estudios empiricos del
desempefio de sus estimadores muestrales.

Analizando con detenimiento el problema de la estimacion de los indices, nos
encontraremos con situaciones no muy comodas para aplicar la teoria de muestreo, en
principio no se cuenta con un marco muestral o su construccion seria muy costosa y el
vector de abundancia de especie es igualmente desconocido.

Este indice propuesto por Simpson (1949) es uno de los mas utilizados por los
investigadores. Menos conocido es el de Fager que se basa en rangos. Ver Patil y
Taille (1982) . Bouza-Covarrubias (2005a y 2005b) estudian estos indices utilizado el
marco usual de muestreo. En este trabajo hacemos un estudio superpoblacional de los
mismos utilizando clases de modelos populares en la literatura. En la seccién 2 se
presentan estos modelos. En la seccién 3 se desarrolla la teoria ara el indice de Fager
y en la 4 para el de Simpson. Los resultados obtenidos permiten que el experto valore
cuan conveniente es el uso de uno de los estimadores alternativos propuestos por
Bouza-Covarrubias (2005a y 2005b). Esto facilitaria la valoracion de la conveniencia
de utilizar uno de los indices en forma tedrica al asignar valores a los parametros de los
modelos superpoblacionales
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2. MODELOS SUPERPOBLACIONALES

El modelo basico de la teoria del muestreo se asocia a la busqueda de una medida de
probabilidad llamada disefio muestral. Esta permite seleccionar una muestra aleatoria
s de un poblacién finita {1,..,N} al asignarle la probabilidad d(s). Tomando a S como el
conjunto de todas las muestras (espacio muestral), como el cardinal | S<eo podemos
tomar como c-algebra el conjunto potencia 25, Asi el problema probabilistico asociado
a la seleccion de muestras aleatorias esta definido sobre {S, 2°, d} que es un espacio
de probabilidad. El aspecto de la estimacion parte de la existencia de una variable de
interés Y la que determina, al evaluarse en todo ieU, un vector Y(U)=(Y ,...,YN)T,
parametro universal o vector paramétrico. Cada Y es mensurable pero es desconocido
su valor antes de tomar la muestra. Por un problema de formalidad utilizaremos un
intervalo de definicion para cada i lo que nos hace trabajar ¥RV,

¥={Y(U)|Yiela, bi[, i=1,...,N}

El problema de estimar una funcién paramétrica 0X—>R<, a partir de la seleccion de
un muestra aleatoria scU, es un problema de estimacion estadistica con caracteristicas
particulares dadas por la estructura del espacio de probabilidad con que se trabaja. Al
obtener s se puede identificar los individuos de U que sera evaluada Y . Denotemos
s={i1,..,in } medimos Y en cada ijes. Asi se obtiene el vector aleatorio

Y(s) = (Yil ,...,Yin )T = (yl,..., Y, )T cuyas componentes son variables aleatorias. Un

estimador de 6 es una funcion de Y(s), 6*(Y(s)). Las propiedades de este se deducen a
partir de las especificidades del problema probabilistico que se define en la teoria del
muestreo evaluandose su precision usando el llamado error de muestreo

E((6*-0)> =ECM(6*).

Este enfoque constituye la inferencia basada en el disefio, la que fue elaborada a partir
de los trabajos d Godambe, Basu, Joshi y otros a partir de la segunda mitad el siglo
pasado. El criterio de d-insesgadez es clave en este enfoque . Este parte de
considerar que

Ed(0)=2ses 07%(s)d(s)=6

es una propiedad deseable y que el error de muestreo , d-error, es definido usando
este mismo marco como

Eq(6*- 0) >= Yoo (6%(s)-6)°d(s)

Esta es la medida de precision popularmente utilizada para evaluar una estrategia
muestral

{d, 6*}.. La decision de preferir una estrategia a otra se asociara a la comparacion de
los errores de muestreo de ellas. Este es motivado por el hecho de que no existen
estimadores 6ptimos, bajo condiciones suficientemente generales como para que sean
de interés practico. Este hecho es ampliamente discutido en los libros de texto
modernos ver Brewer (2002), Chaudhuri- Stenger (1992) y Vaillant et. Al. (2000).

Otro enfoque muy utilizado para evaluar estrategias es el concepto de Superpoblacion.
Este considera Y(U) como generado por un mecanismo aleatorio n que es
caracterizado por una distribucion a priori perteneciente a una clase ®={¢}. En general
estos se caracterizan por una serie de relaciones estructurales de las esperanzas de
funciones de las variables . Utilizandoles se comparan las estrategias al calcular las
esperanzas de los errores de muestreo de las estrategias., E,[ ECMy (6%)].

Godambe (1955) estudioé este problema dando inicio al desarrollo unificado de la teoria
del muestreo. Sin embargo este fue usado anteriormente por diversos estadisticos
como Farfield- Smith en 1938 y Cochran en 1939 entre otros, vea Vaillant et.al (2000).
Este enfoque es de naturaleza Bayesiana por ser una clase de distribuciones
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aprioristica para determinar la esperanza a priori del error de muestreo de una
estrategia muestral. Como este no trata de controlar el riesgo a posteriori es
catalogado como Bayes —Parcial o Bayes-Ecléctico. Esto es evidente cuando se nota
que el objetivo de un estudio basado en el enfoque superpoblacional no tiene por
finalidad derivar un estimador Bayesiano.

Un modelo superpoblacional suficientemente general, ver Chaudhuri-Stenger (1992) es
n: En (Y=, Vo (Y=o y C(Y: Y} )=pai o

Los parametros envueltos son desconocidos en general. Se considera en ocasiones la
existencia de una variable auxiliar X, conocida para todo ieU. Los parametros
superpoblacionales son descritos por un modelo que depende de X. Es muy utilizado
considerar que ; =q; +pX; +¢;, donde o; y § pueden ser conocidos o no pero Xj,.., Xy Si
lo es. Denotamos este como m(1) .
La linea usual de andlisis es asumir que un modelo superpoblacional general Y y
comparar los errores de muestreo esperados bajo el modelo para evaluar el
comportamiento de varias estrategias alternativas. Esto permite seleccionar una
estrategia o mejorar la seleccionada en el sentido de que su error esperado bajo el
modelo superpoblacional es disminuido e idealmente minimizado. El teorema siguiente
brinda una serie de resultados clasicos al estimar el total

N
T=2=1 Y,
Teorema 1. Sean o, b(s) y b(s ) funciones independientes de Y(U) y d(n) un disefio

que le asigna probabilidades cero a las muestras de tamano diferente de ny P=fX;la
probabilidad de observar un individuo ieU .

H=b(8)+ Zics b(si)yi
con Eq4 (t4) caracteriza la clase de los estimadores lineales insesgados de T.
Si m(1) es el modelo que genera Y
o t'=Xics (¥i -0 -BX)/NX; + Ticq oy +-BX;
pertenece a esta clase (Basu, 1978), si f=n/N
o = NZis (yi -0i )InXi + TNy
Entonces
e Enn)Vam (t1 )2 Em@)Vam) (t2)

Sea
o 3= Xis b(si)yi

( Godambe- Thompson , 1977), el estimador que caracteriza la clase de los
estimadores lineales homogéneos insesgados . Si m(2) es el MSP en el que c;=0 para
todo i#j y u>0,

o EneVan (t3)2V
Cuando los Y, son independientes el MSP m(3) es asumido Definiendo

oty =Dics (Yi-w)/Pi +u

si P = nui/u
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*  En@) Vam (t3)= Em@) Vam (ta)
(Ho, 1980 y Godambe , 1955) donde

N — 7T
V=Y o2 {1—”J +E4Ep(ts~T)
=1

i 7T

Si el MSP m(4) identifica las relaciones

Ema) ’SYi):Hi =i *+BXi Vm@)(Yi)=0gi g >0, Pi =ng; /g,
9=2 =1 G

es insesgado
o t5= Ties (Vi -0PX /Py + TVt -BX;
Si a=0y B no se conoce, Tam (1984)
*  En@wVan (t1 )= En@Vam) (ts)
Y
o 5= Yies ViIPi + B(Xie "X Tics XiPy)
donde B es una estimacion de 3, entonces t's es robusto. [
Otras modificaciones de las relaciones expresadas en los MSP’s vistos anteriormente

han generado diversas posibilidades de comparacion de estrategias muestrales.

3. ESTUDIO DEL INDICE DE FAGER BAJO EL ENFOQUE SUPERPOBLACIONAL

Bouza y Schubert (2004) y Bouza —Covarrubias (2005 a)] han estudiado el indice de
biodiversidad debido a Fager (1972). Este es definido como

A = [N(K+1) =J(K-d))2 - Tt NI R =2% - 2 NI R,

donde J€[0,K) es un enteroy Rj,...,Rcx son rangos asignados a las especies de
interés en orden decreciente a su importancia .

Considerando que la poblacion esta estratificada de acuerdo a U=U4+....+Ux  donde U;
es el conjunto de individuos de la especie i en la comunidad. N; denota el nimero
individuos de la especie i. Porlo que:
N=Y N,
Bouza-Schubert [2004] propusieron la simple transformacion del indice:
A = [N(K+1) =J(K-D)J2N - 2o R =k - 2 i R,
donde
Mo=[N(K+1) =J(K-J)I/2N
Esto permite obviar el desconocimiento de N pues en particular esto nos permite

considerar que
Lim noo  [N(K+1) =J(K-J))/2N=[K+1]/2.
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El modelo usual considera que se selecciona un sitio aleatoriamente y se mide
n=(n,...,nx)", donde

nj =Zjes I(J ‘ I)

Sean las variables aleatorias independientes con distribuciéon Bernoulli de parametro r;

1 1 Si jeyV,
1(jli) = . .
0 Si J U,

Su suma en j., n;, es el numero de individuos de U; en el sitio muestreado. La
distribucién de

n=(ns,..,nx )’ €s una Multinomial y observamos en los sitios seleccionados, o sea
en la muestra s,

n =Zi=1K n;.

individuos. Por tanto E(n;))=nm; y pi=ni/n estima la proporcién poblacional de la
especie i. Fager (1972) asumié que R;=Rank (N;) es fijado por el ecélogo de
antemano. Entonces Ar es estimado insesgadamente por

Lr =20 - Zi=1K pi Ri (3.1)

Cuyo error de muestreo es:

V(Le) = [Tt R 1 —(Zi= Rym Y Un. (3.2)

De hecho al considerar un sitio de muestro usamos un modelo probabilistico
caracterizado por que

E(I(|i)=m. Para todo i=1,..,K y j=1,..,n.
Podemos considerar que la biodiversidad es generada por un MSP.
Consideremos que n(U)=(m ,...,7k )T es generado por el modelo

@ E, (m)=0,, V, (m)=c’, Vi,i'=1,...K;
Cov,, ((m, (m)=poi o =cy V i, i,i'=1,... K.

Veamos cual es el error esperado de Lg bajo este MSP. Como

V(Le) = B RP 1 —(Ce R°m 2+ Yo RR mm )0 (3.3)

Bajo g tenemos que

E, V(Le) = [Tt R 0, =(Ziet® R 20,7 +07)+ Yoo Ri R (03 +m 7 ).]/n

El que puede ser reducido a:

E, V(Lr) = [Tt RZ6; (16, )-( e R R o + 2iet® RZ 670 (3.4)

Al tomar un m sitios de muestreo usando el disefio muestreo simple aleatorio con
reemplazo evaluamos una sucesion C={s(1),..,s(m) }de muestras y por eso tenemos

dos formas de conformar un estimador del indice de Fager. Bouza-Covarrubias (2005)
propusieron el uso del estimador separado
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Le(S)=X syecLr (8()=horm™ T syec Xt “Rin(tYn(t)] (3.5)
Tomando n;(t) como el numero de individuos de U; que aparecieron en s(t) y
Tt ni(t)=n(t)

Cuyo error de muestreo es

V(LK(S)) =m? ¥ s()eC [T R m (Tt Ri 2w 2 + Yo R Ry m - ).]/N(t)] (3.6)

La otra alternativa de usar la informacion brindada por S es combinar los resultados y
estimar cada n; mediante

P =2 siee Ni () 2 spee D= 2 syeg Mi (B)/ N*

Como E(n; (t))= m;, Vi=1,..,K, t=1,..,m es insesgado el estimador

Le(C)=ro-m™" Xt R p*;

Cuya varianza es

V(Le(C))= [Ziet RZ 7 (Xt Ry 21 2 + Yo Ry Ry my iy ).]/* (3.7)
Esta estructura ayuda a establecer que los errores esperados bajo ¢ son

EpV(LF(S)Fm-zz s(t)eg[Zif]K Ri2 0i (1-0; )-( Zisr R Ry oy + Zi=1K Ri2 Giz]/n(t)] (3.8)

E, V(LF(C )=[Zi" R? 0; (1-0) )-( Zin=i R Ry o + Tiet™ RE o))n* (3.9)
Pudiéramos considerar que las regularidades usadas en la fijacion de los rangos por un
especialista aseguran la independencia estadistica de ellos. El modelo
superpoblacional genera los rangos seria del tipo m(3). Sea este modelo

©* E(R )=t. V(R )=57 ,Vi=1,...K.
Eo- V(L) = it w0 (2 +87 )~(Ziet® m(x? +87 )+ T 1w RRY).JN=V*(Lg)

Y obtenemos la expresion
— K _2 K 2 K g2
V¥ 0Le)=Zi= " mi == wim )" I 2= & m (1-m)])/n
Analizando nuevamente los dos estimadores alternativos del indice de Fager al
seleccionar m sitios de muestreo podemos calcular las esperanzas de los errores bajo

el MSP. Estos son

Ep*V(LF(S)Fm-ZZs(t)e [Zi=1K Ti2 Y _(Zi=1K Ti T )2 I+ Z|=1K 5i2 m (1-m)]/n(t)] (3.10)
Ep*V(LF(C))=[Zi=1K T T —(Zi=1K Ti T )2 I+ Z|=1K 5i2 i (1-m)]}/n* (3.11)

Note que para ambos MSP’s Lg(S) es mas preciso que Lg(C) si
m? Y gyec N(E)'<1/n*

Para ejemplificar el comportamiento de los errores esperados consideremos que p=0y
que el MSP es descrito por una distribucion particular.

Si una distribucion Binomial esta generando poblaciones con (n1 ,.., k) ¥
KO(B) Eg,z (TEi )=9i , VS” (TCi):ei (1-6i )/N , Vi, =1,..., K.

(3.10) y (3.11) quedan como
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E ,V(LF(S))=mY qec[Ziet“RZ 6; (1-6; (N-1)N---R; R;- 6, 8- n(t)]= V(LK(S) | B)
(3.12) .

Donde

V(LE(S) | B)= m?X qyeclZiet“R?Z 6; (1-6; )-iziRi Ry 6, 61 IIn(t)] (3.13)
Y para el combinado el resultado es

E,, V(LF(C )= [Zi=t“R? 6 (1-0, )(N-1)N - R; Ry 0, 6, })/n*= V(L#(C) | B)

Siendo esta aproximacion, cuando N=N-1,

V(LF(C )| B)= [Z=/“R? 6 (1-6; )-Zi=Ri Ri- 6, 6,3)/n*. (3.14)

Si una distribucion uniforme en el intervalo [0,1] es la generadora de los pardmetros
superpoblacionales

pU):E, (m)=1/2, V, (m)=112 , Vi, =1,.. K.

y los errores esperados son:

1|« RS RR;
Zs(t)e@n(t)|:2i—l ?_Z 4 }

V(L (S)U)= — i _
C(BK(K+D2K +1) K2 (K +1)? 1
_[ 72m? 16m? jz“”ec n(t) (3.19)
ZK R <RR
VL @)= ) Gn*i#i, 4 _5K(K ;er)](fK +) K iGKnil) (3.16)

Bajo este MSP queda mas clara la relacion que establece cuando el estimador
separado es mas preciso que el combinado.

Considerando que en la Teoria Bayesiana la distribucion Beta es tomada usualmente

como la conjugada de la distribucion Binomial la tomaremos en consideracién . Para
ella el modelo queda como

@(Be): E, (m )=ai(os+1)Bi, V,, (m))=cupi () *(cu+Prt1) Vi, =1,...,K

quedando las expresiones de los errores esperados bajo este nuevo MSP como

zS(t)eQn:(Lt) ZIK:l ( Riz (ai:fi (ﬂ. +1)) _ Ri Ri'aia’iﬂiﬁi'
V(LF (S)[Be(e, ,ﬂi))z a, +f,) (aierzﬂi +1) = (a + B Y + B,)
(3.17)
ZK Riz (aiﬂi (B +1)) B RR.a,a; BB
SRR Wl 29/ ) (R £ O R0,
n (3.18)

Si y=a y i =B, Vi=1...,K estas expresiones quedan simplificadas quedando

31



V(LF(S)Be(a,,B))z[SK(K +)@K +DaB(f+1) K*(K +1)Zo/ﬂ2JZ L g

72ma+p Vla+prl)  16mi(a+ ) JOCn()
5K(K+D)(2K +Dap(B+1) K*(K +1)2a2,BZJ

3.20
2n%(a+p fla+p+1)  16n*(a+B) (3.20)

(. (c>Be(a,ﬂ))=[

Los rangos son variables discretas y en la practica estos son fijados por el especialista
en forma subjetiva. El desconocimiento de estas nos puede llevar a suponer que ellos
son generados por un modelo probabilistico en el que

PR):Ey(r) (R)=Ei, Vo) (R))=07 Vi, =1,... K.

Bajo este MSP

Ep( R) V(Lr) = [Zi=1K (& +ﬁii2 i —(Zi=1K(§i 2+ﬁii2 i 2+ Zie=ic & & i T mir))/n

Lo que nos queda explicitamente como

Eg.')( R) V(LF) = [Zi=1K & mi (1—Tfi 2 )"' Zi=1KWi2 T (1—Tfi 2 )'[Zi=1N & m ]2]/n

Por tanto los errores esperados de los dos estimadores alternativos del indice de Fager

E o(RV(LE(S)=ME et G mi( 1= *)+ Ziet @ (1= 2Tt & w1 V()] 22

E o rV(LR(C) =Dt m(1=ms 24 Bics i (- (S (3.22) .
Si la probabilidad de observar un valor del rango esta asociado a la equiprobabilidad
P(R; =r)=1/K para todo i=1,..,K. Entonces

©(R| Equip.): E (Rl Equip) (R)=(KH1)2 , Vo ®Equp) (R))=(KZ =1)/112vi, =1,... K.

establecen el valor de los parametros superpoblacionales. Sustituyendo en (3.21) y
(3.22) tenemos que

Zs(t)eq(m—l—]ig(@z; 7T (1_77i)—(K4_1)@iK=1 TT; )Z)In(t)
m2

Ego(R\Equip)V (LF (S)) =
(3.23)
y
(K +1)(K +5) «« - (K -1)?% [k P
T s Liia A-7) - i i )
E,ejeanV (Lr (€)= ——12 2 4 2% ) (3.24)

n*

4, ESTUDIO DEL INDICE DE SIMPSON BAJO EL ENFOQUE SUPERPOBLACIONAL

Otro indice de biodiversidad es el debido a Simpson. Este es

Asimp :z:(zl{l_”i }”i = 1_Z:<:1”i2
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El que puede considerarse como un caso particular del de Fager . Note sus similitudes
al tomar el mismo rango para todo i y usar como peso a 1-J;. De utilizar el método de
la substitucion tendremos como su estimador a

" k()
A Simp = 1- Ziﬂ(nlj
pero este posee como sesgo

biaS(iSimp ) = —Z:llﬂ-i(lr:ﬂ-i)

Al hacer una correccién del estimador tenemos el estimador insesgado

4 Nk n,(n, -1
L =1-20 n(n—1)

cuya varianza es

Vil )= ﬁ[z;zf +2(n-2)7} - (2n- 3)@;7[5 )2}

Ver Bouza-Covarrubias (2005b)
Tomando el vector paramétrico n(U)=(r; ,...,nk )’ como aleatorio al considerar el MSP

@ E, (m)=0,, V, (m)=c’, Vi,i'=1,...K;
COVS,, ((TEi',TCi'):pGi oi =oj V i, i,i':1,...,K.

Note que estos supuestos nos permite utilizar los resultados asociados a los momentos

de una Multinomial. Después de hacer las substituciones correspondientes y agrupado
convenientemente y definiendo los coeficientes

w(i)=TT=g""(N-), j=1,...4

El error esperado bajo este MSP es

» (2n(4N -3) 4n—N -2 o,
E V(L )= 2 Z?f‘ +(—N j\m)Ze [ NE T(Z)jg 0,

v " n(n-1)

2 {Zn(N ~1)—4N +3‘P(3)i 69 - (2n- 3)‘1'(4)2 9}

+
n(n-1) N4
2 (2n-3) -
“hn-1) { N (‘1’(4); o7 0; +‘P(3); 6,6, (6 +ei,)+\11(2); 6, 6 ﬂ

A partir de este resultado son deducidos con facilidad los errores bajo al seleccion de
una muestra simple aleatoria con reemplazo de m sitios de muestreo. Como en el caso
del Fager tenemos dos predictores alternativos.

El separado para el indice de Simpson esta defino como
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L

Lss = zm: —

l'm

Siendo, su varianza considerando el mismo modelo Multinomial donde las n(j) en cada
muestra son fijas,

1 o
F Zj:lv {LSJ' }

donde Lg;es el indice de Simpson computado en la muestra j-ésima. A partir del
resultado obtenido con la esperanza del error de Lg para un sitio y tomando en cuenta
lo sefialado en la seccion anterior tenemos que el error de este bajo ¢ es

i=1

1 m 2 k
EVilsi=—5D ‘= 2
Ml =1 2 G 1| &

1 <n 2 2n(j)(N -1)—4N +3 S (@n(j)-3)
—>" 3> 6 w(4)Y o,
m? 2 {n(j)(n(j)—l)_ Ny ( )21 N ( )Z }}

1 2 (2n(j)-3) g2
i et =D { N (‘P(4); 0707 +¥ @), 6 0. (6 +ei,)+lp(2);

El estimador combinado

_zk n, (n 1)

“n'(n"-1)

también es insesgado, ver Bouza-Covarrubias (2005b), la varianza es

V{LSC)} 1)21 2 42(n" -2)7 - (2n" —3)(2 7 )

y su esperanza bajo el modelo es

, (2n*(4N -3) An*—N -2
E Vi) ﬁ 5 9 +[—N ]‘P(l)Z 6, +( — \P(Z))IZ;
2 :2n*(N ~1)—4N +3 -
D] NE ‘I’(S)Z 0, NE 1{!(4)2 0! }

— 2 {(Zn*_?’) {‘P(4)Z 6;6; + lI'(3)Z: 0, 0; (ei + Hi')"' \P(Z)Z 0, 0y H

4
n*(n*-1) N i i i
Consideremos el MSP caracterizado por las distribuciones utilizadas en la seccién
anterior

©(B): E, (m)=0;, V, (m)=6; (1-6, )N, Vi, =1,... K.

Los errores esperados se pueden expresar como
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EV{La[B)=— 37, { 2 {Zik_leﬁ(l\,lV 067 +[2n(j)l(\|4‘!\l_3)]q’(l)zk: ei{‘“‘“)%

n(j)(n(j)-1)
22_1{ 2n(j)(N -1) - 4N +3‘P(3)Z o (2n(1) 3)‘1’(4)2 0 }}
O

n()(n(1) - 1){ N

@) =3y 9207 +w@S 6.6.(0 +6.)+ P2
n(,)(n(,) 5 { & ( @Y 06 + YT 6 (6, +6.)+ @

e “n*(n*-1) =

0, +(N-16> , (2n*(4N -3) k 4n* N K

2 2n*(N -1)—4N +3 o (2n*-
+ n*(n*—l){ N* ‘I’(3)§ o - NE ‘P(4)z o }
2 (2n*-3) )
T n*(n*-1) [ N° (\m); 626; +‘P(3)§ 6,6, (6, +¢9i,)+\{'(2)§ 0,0, ﬂ

Cuando N es suficientemente grande para aceptar que Hn(j)/N=0 para H<5 estos
errores son aproximados adecuadamente por

i=1

_ 1 <n 2 P (-
E@V{Lss|B}= FZH {m{(zn“) 4); g7 —(2n(J) 3)[2 ei] ]}

cuando usamos el estimador separado y por

E,V{L[B}= { e 1)[(2n(1) 4)2 03 —(2n(j) - 3)(2 9in }

i=1

Para el caso del MSP
pU):E, (m)=1/2, V, (m)=1/12, Vi, =1,... K.

se obtiene
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1 2 1 (N-D)Y2n(j)4N -3) [AnG)-N -2
b2 Z (o e e, (U v )

2n(j)(N —1) — 4N +3jk‘1’ gy @) =3) 4
ZZ’ 1(n(n(n(n 1))( TR

8N*
1l 2 (2n(j)-3) ‘P(4)+‘P(3) K =
m? <% "n(j)(n(j) -1 N* 16 16 ¢ -

—%Z”l( n(j)-1 H 2n(j) -3 j
m* <2 2n(7(n() -1 ) (8n())(n(i) -

y
E VL u)=— 2 (iJr(N_1)j(k2”*(4N_3)ij(1).+k(LN_2\P(2)j+
o ATse n*(n*-1)(2N 4N 2N* ' AN
s 2 [(2n*(N—1)—4N +3)klP(3)—(2n*_3)k‘P(4)}+
n*(n*-1) 8N* 16N *
2 (n*-3)(¥(4)  ¥O S N*-2 >3
n*(n*-1)| N* 16 16 ¢ U 2n*(n*-1) 8n*(n*-1)

Mientras que para
go(Be): Ep (TCi )=(Xi((1i+1)Bi , V&, (TCi))zd,iBi (OL|+Bi)-2(OLi+B|+1) V|, =1,..., K

estos errores esperados son

e ) k B 2n(4N —3) @’
E@V{LSS‘BG}—; mzn(j)(n(j) _1) I:Zu (ai +ﬂi)(ai +,Bi +1) +( N* J ( )Zl ( ﬂ) :|

An—N - a )
1
+(+ N ()]Z[( +ﬂ)J

n 2 2n(j)(N —1) - 4N +3 Poen)-3) . & a
Y3 P (4
"2 n(j)m%n(j)—l{ N’ ro3; [ ) ] N ()EL

E (2n(j) -3) e V|| L
2 mn(n(n(n ) { N (()E[ +ﬂ.)J [(arJrﬂi)]H,ﬂ )

m a; a, ’ ? ) K
' 2 4 —-(2 -3
2, n(n(n(n e+ B+ 5D [(aw@)} Hen)- )Z (( A J (2n0) )[Z

I
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o + i) e + fi +]) i=1 i+ B)
An*—N -2 k i
1o N7 e
+(+ N >]Z( ﬂ)J

2 | 2n*(N-1)-4N+3 e ) N I
n*(n*-1) N W(3 )Z ( ﬁl) l NE T(4)i21:|:(ai +ﬂi)l +
B 2 (2n*— i o, i

n*(n*-1) N* ¥ )Z: (( +ﬁ)J [(ai""ﬂ'i)li,

2 o, fi a; ’ a, ? K a, ’
= n*~4) — | —(2n*-3
(D) o, + ), + i+ D) ((aﬁﬁi)J Hen )(( +5) j @ )Zl[( ﬂ)}

_ 2 k a;p 2n*(4N -3) y ai'z
E,V{L|Bej= n*(n*_l){z_ +( N ]‘P(l)z (@ 2}
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