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ABSTRACT

In this paper three new algorithms for the random generation of permutations of degree n are shown, two of them for the
Symmetric group S, and one for the Alternating group A, in such a way, that they are mainly carried out by means of the
operation of additions mod n o mod i, i = n..2.
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RESUMEN

En este articulo se muestran tres nuevos algoritmos para la generacion aleatoria de permutaciones de grado n, dos para el
grupo Simétrico S, y uno para el grupo Alternado A,, las operaciones fundamentales que realizan los tres algoritmos son
sumas mod nomod i, i =n..2.

1. INTRODUCCION

R. Sedgewick en [8] reporta que en los 20 afios anteriores a la publicacion de su trabajo se publicaron
maés de 30 algoritmos para la generacién por computadoras de las n! permutaciones. Desde entonces son
muchos los algoritmos para la generacién aleatoria de permutaciones que se conocen [1], [3], [4], [5] ¥
[10].

Un nuevo enfoque para la investigacion del grupo Simétrico es el que se realiza desde la Teoria de
Grupos Computacional cuando en 1971. C. Sims introduce los conceptos de base y conjunto generador
fuerte lo que permite una representacion e investigacion efectiva de los grupos de permutaciones [2], [7],
[9], [11] y [12].

El objetivo de este trabajo es la presentacién de tres nuevos algoritmos para la generacién aleatoria de
permutaciones dos para el grupo Simétrico S, y uno para grupo Alternado A.. Los algoritmos y su
fundamentacidn se alcanzan siguiendo el camino desarrollado en la Teoria de Grupos Computacional por
C. Sims, en lo referente a la generacion aleatoria de un elemento de un grupo finito [11] y [12].

A continuacion se describen, a manera de ejemplo, tres algoritmos representativos para la generacion
aleatoria de permutaciones [8] y [6].

El primero parte de la generacion aleatoria de una sucesion de signos enteros entre 1 y n, donde n es el
grado de la permutacion. La permutacion aleatoria r se forma tomando, de la sucesién aleatoria de signos
entre 1 y n, n signos sin repeticion m; mz ...mn quedando conformada la permutacion de la siguiente

. 12 ..n
manera: ”:( J

T Ty o TT,
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El segundo algoritmo se basa en que todo entero x, que cumple que 0 < x < n!, se puede escribir de
manera Unica a través de la siguiente expresion:

X=(-DNICha+t (n-2)I Chot...+2I Cy+ Cy, donde los enteros Cj cumplen que 0< Cj<j, 1 <j<ny
n es el grado de la permutacion.

De esta manera la seleccion aleatoria de una permutacién se alcanza generandose aleatoriamente los
valores Cj, 1 <j <n.

El tercer algoritmo es el conocido por Shuffling y por su simplicidad es muy utilizado, este algoritmo
necesita tener almacenada una permutacion inicial para su realizacion.

En el presente trabajo primero se exponen en forma de seudo codigo dos algoritmos para la generacion
aleatoria de permutaciones del grupo Simétrico y uno para el grupo Alternado, posteriormente se
demuestran un lema y tres teoremas que constituyen el soporte tedrico de los tres algoritmos, se finaliza el
trabajo con las conclusiones.

2. DESARROLLO

2.1.- Descripcion de los nuevos algoritmos

Los algoritmos 1 y 2 que se describen a continuacién permiten la generacion aleatoria de las
permutaciones del grupo Simétrico y el algoritmo 3 la generacién aleatoria de las permutaciones del
grupo Alternado, este algoritmo en su estructura utiliza el algoritmo 1, pero puede ser construido también

utilizando el algoritmo 2.

Algoritmo 1.-Generacion aleatoria de permutaciones del grupo Simétrico Sy
Input: Sucesién Aleatoria J;, donde ¥; € {i,i +L...,n}, i=1,2,....n1

Vo=
Forj=1tondo
Begin

Per[j1=];
Fori=jdowntoldo
Begin

Per[j1=(Per[j1+ % —1)
IfPer[j]>nthenPer[j]=(Per[j]+i-1) modn;
end;

end;

Ouput: perz( 2 n J
Per[1] Per[2]...Per[n]

Algoritmo 2.-Generacién aleatoria de permutaciones del grupo Simétrico S,
Input: Sucesion Aleatoria };, donde y; € {i,i—l,..., l}, i=n,n-1,.. 2

7 =0;

For j=n down to 1 do
Begin

Per[j1=];

Fori=j tondo
Begin

Per[j]1=(Per[j]+ y;) modi;
IfPer[j]=0thenPer[j]=1;
end;
end;

Ouput: po, _( 1 2 -
Per[1] Per[2]...Per[n]

Algoritmo 3.- Generacion aleatoria de permutaciones del grupo Alternado A, para n par.
Input: Sucesion Aleatoria ¥;, donde ; € {i, I +L...,n}, TO=(,i+1,i+2) € A,
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yi=12.,n-2

'Yn*l =n- 17Yn = n;
Forj=1tondo

Begin

Per[j] = J;

For i =jdownto 1 do

If | par then

Begin

Per[j] = (Per[j] + yi— 1);

If Per[j] > n then (Per[j] + i— 1) mod n;
end;

Else

Begin

If yi—i> 0 then

Begin

Per[j] = (TO(Per[i]));

If Per[j] >i then (Per[j] + yi—i— 1);
If Per[j] > n then (Per[j] + i) mod n;
end;

end;

end;

Output:pg [ 1 2 - N
Per[1] Per[2]...Per[n]

Para n impar el algoritmo es similar.
2.2.- Soporte tedrico de los algoritmos.

En este epigrafe los autores enuncian y demuestran un lema y tres teoremas que constituyen el soporte
tedrico de los tres algoritmos del epigrafe anterior.
En los enunciados y demostraciones de los teoremas y lemas se asume que:

1. Una base para el grupo Simétrico S, tiene n-1 elementos de Q = {1, 2, ...,n} y para el grupo
Alternado A, tienen — 2 [7] y [12].

2. Elsimbolo| | denota a la funcién parte entera.
3. Parax mod s =ysiy=0 entonces se toma y = s, esto hace que la representacion de las

; - . 12..n
permutaciones sea dela siguiente manera: T = e Sn .
T Ty 7T,

Tenemos que G es el grupo Simétrico o el Alternadoy Q es el conjunto {1, 2, ...,n}. Laaccién de g €G
sobre BeQ se denotard por B%eQ. El estabilizador en G de los puntos B1, B2,..., Bi € se denotard como

.. Una base para G es una secuencia finita de puntos B = (B1, B2...., Bk) tal que = {lI.},
Gﬁly_,_ﬁl Una b G ia finita d B=( ) tal Gy 4=}
donde I, denota la permutacidn identidad. La base B determina una cadena descendente de estabilizadores
G=GW2GPoGM ... oG = {I;}, donde G =G, , [2], [7], [9], [11] y [12].

La drbita de BeQ bajo la accién de G es B¢ = {B%e G}. Dado la base B = (B1, B2,..., Bk, las orbitas
basicas, que se denotan como A®, son conjuntos de puntos ,BiGm eQ, parai=l1,2, ...,k [2], [7], [9],
[11] y[12].

Definicién 2.2.1.- Estructura de Schreier. Se define la estructura de Schreier para una base B como el
G0 O, O )
arreglo L = [L,,...L ] en el cudl L, = [’B' LT ] AY = Bi, ou, 0., O ),
1 k ' | q® gq® q® '
ntd1 1d2 1y
1(|)’ S),---, éil) e G, ﬂig{nggn,..gﬁn :aj,i:1,2,~~~akyj:1> 2,...,8i
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Definicion 2.2.2.- Transversal derecho. Llamamos transversal derecho de G™% en G @ al conjunto

Ui={Xo, X1 ,Xz,..., X; } de representantes de los cosetos derechos de G en GU, siendo xo =Id y ti+1 el

indice de G*Yen GO,

Todo elemento g G se puede expresar de manera Unica como un producto g = Uk Uk.1...u; con uieU; =
| . .

{Hg?) /gi =1,1=01..., Si}y i=1,2,..., k, donde Uj es el transversal derecho de G(*V en GO,
j=0

Una seleccion aleatoria de los elementos de G se alcanza mediante una seleccion aleatoria de los
elementosde Ui, i=1, 2,..., k, [2], [7], [9], [11] y [12].

Lema: 2.2.1.-Seag®=(i,i+1,..,n) e GV a=i,i+1,..,nyve{l, 2 .,n-i}yi=12 ..,n-1
Entonces (g ) )yi (o) = (o0 + yi + (Lo + y)/(n + 1) J)(i— 1)) mod n.

Demostracion
Si o+ v <n,entonces (g0} (o) = (o + i), i=1,2,...,n— 1, porque cuando la permutacién g® = (i, i +

1,...,n)actla y; veces sobre o el valor resultante no es mayor que la longitud del ciclo de la
permutacion.

Si o+ vi > n, entonces (g (i))y‘ (@)= (a+7yi+(a+y)/(n+1))Gi-1)modn,i=1,2,...,n—1, porque

cuando la permutacion g® = (i, i + 1, ..., n) actla y; veces sobre a. el valor resultante es mayor que la
longitud del ciclo de la permutacion. Por tanto es necesario realizar un desplazamiento de i — 1 pasos.
[l

Teorema 2.2.1.- SeaB = (1,2, ...,n—1) una base para el grupo Simétrico S, entonces a’ = (o +yi—i+
(o + v~ i)/(n + 1)J)(i — 1)) mod n, donde: a.eQ, ui= (g(‘)yﬂ € U, U; es el tranversal derecho de G+
en GO gO=(i, i+1, ..., n)e GO, yie {i,i+1,..,n}yi=1,2,..,n-1.

Demostracion

Sea B =(1, 2, ...,n — 1) una base para el grupo Simétrico S, [7]. Por la transitividad de los subgrupos en la
cadena de estabilizadores, tenemos que en la estructura de Schreier Lﬂi puede ser descrita de la siguiente
manera:

Lﬁi = r 141042 ,n ],A(i) =(i,i+1,...n), g» =(j,i+1.., nye GPyi=1,2, .. n-1 Entonces, U;

1, g9, g®,. g
={(g"),s=01,.,n-ii=12 ..,n-1y (g(i))°= In}.Tomando en cuenta la estructura ciclica de la
permutacion g®, i = 1, 2, ..., n -1 y que a< n . Entonces, por el lema 11.2.1 tenemos que: o' =

(09 (&)= (o + v i + (Lo + v~ I)/(n + )]y — 1) mod n, donde yie { i, i+L, ..., n}y,i=1,2, .0
1.
.

Teorema 2.2.2.- Sea B = (n, n-1, ...,2) una base para el grupo Simétrico S,, [7] entonces a' = (o + 71)

mod n-i+1, donde: a.eQ, ui= (g(i))(i e U;, U; es el tranversal derecho de G™Yen GO, gi= (n-i+1, 1, ...,
n-ije GO, yie {n-i+1,1,..,n-i }yi=1,2 .., n-1

Demostracion

La demostracion es similar a la del teorema anterior asumiendo que:
La estructura de Schreier Lﬁi puede ser descrita de la siguiente manera:

Ly =it e 2o 0o AO=(ni41,1,.041), g0 — (i1, 1., n-))€ GOYi=1,2..,n-1.
L, g% g".. g®
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Teorema 2.2.3.- Sea B= (1, 2, ...,n—2) una base para el grupo Alternado A,. Entonces:
Para n par:
Si i es impar

aif y, =i

QY = else
TO@) +7, -i-1+ (T (@) +7; -1 -D/(n+1)J)(i) mod n

Siies par

aui = (a + yi—i+ (L((l + Yi_i)/(n + 1)J)(I_ 1)) mod n

Para n impar
Si i es par

aif y; =i
a' = else

TV(@) +7, -i-1+ (T (@) +7, -i-D/(n+D))(i) mod n

Siiesimpar
" = (o +yei + (L + yi)/(n + DJ)(i- 1) mod n

Donde: aeQ, uieU;, U; es el tranversal derecho de G™Yen GO, gi= (i, i+1, ..., n) € GO, yie {1, i+1, ...,
n}, TO=(i,i+1,i+2) e Ayyi=1,2,..,n-2

Demostracion

Sea B=(1, 2, ...,n — 2) una bhase para el grupo Alternado A, [7]. Por la transitividad de los subgrupos en
la cadena de estabilizadores, tenemos que en la estructura de Schreier L, puede ser descrita de la siguiente

manera:

Para n par tenemos que si i s impar, entonces:
Lﬂi _ i, i+1,i+2 ,..,n ’A(i): (I i+, ...,n), g(i) :(i+1| i+2,..., n)y TO = (|'|+1’|+2) c G(i)yi
1, TO, g® . g®
=1,2,..,n-3.Loquenos lleva a que:
DY 6 wE 001sis =0
U={lg"f T, si=01,..,n-i-1,i=1,2,..,n-3, 1 = :
' {(g)( ) ' ' 1sis #0

fyfrop=torr-

I,}.Tomando en cuenta la estructura ciclica de la permutacion gy que a< n . Entonces, por el lema
11.2.1 tenemos que:

aify, =i
a' = else
T0@) +7, —i-1+((Ta)+y, -i-1)/(n+1) i) mod n
Si i es par, entonces la estructura de U, i =2, 4, ..., n— 2, se deduce por el teorema 11.2.1.

La prueba para n impar se obtiene de manera similar.

3. CONCLUSIONES

En este trabajo se exponen tres algoritmos para la generacion aleatoria de permutaciones, dos para el
grupo Simétrico y uno para el grupo Alternado que parten de prefijar las bases {1, 2,..., n-1}, {n, n-1,...,
2} y {4, 2,..., n-2} respectivamente [8] y de seleccionar adecuadamente los transversales derechos, [2],
[71, 191, [11] y [12], lo que hace que la generacidn aleatoria de las permutaciones se realice a través de
sumas mddulo n para el primer y tercer algoritmo y sumas mod i, i = n..2 para el segundo. Hacemos
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notar que el segundo algoritmo para la generacion aleatoria del grupo Simétrico puede ser utilizado en la
generacion aleatoria de permutaciones del grupo Alternado de igual manera que el primero.
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