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ABSTRACT

| n this communication, a critical survey mainly on generalized least squares (GLS) software is made, and afterwards, to
helpto  overcome the software limitations (according to our objectives) an algorithm for vector valued data fitting by
GLS is presented. Moreover, it is shown another algorithm to estimate the variance-covariance matrix that corresponds to
vectorized observation matrix, with different options for users. Both algorithms were implemented on MATLAB
Version 7.3.
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RESUMEN

En esta comunicacion se hace una revision critica del software existente sobre minimos cuadrados generalizados (MCG, no
lineales en general) principalmente, y posteriormente, para contribuir a superar las limitaciones existentes en dicho
software (de acuerdo con nuestros objetivos) se presenta un algoritmo para resolver el problema de ajuste de

datos (AD) mediante MCG para funciones vectoriales (FV). Ademas, se muestra otro algoritmo para estimar la matriz de
varianza y covarianza correspondiente a la matriz de observaciones vectorizada, con diferentes opciones para el

usuario. Ambos algoritmos fueron implementados en MATLAB Versién 7.3.

1. RECORDATORIO

En el Articulo 1 “Una presentacion de los minimos cuadrados generalizados, y en particular, para funciones
vectoriales” (A1) fueron sefialadas varias limitaciones existentes en la bibliografia sobre minimos
cuadrados, y mas especificamente sobre AD mediante MCG para FV (abreviadamente AD_MCG_FV), en
que se aproximan funciones

f:RP >R, p=>1,q=1 1.1
Dichas limitaciones nos motivaron a formalizar el planteamiento de dicho problema.

Minimos cuadrados generalizados
Recordemos primeramente en qué consiste el problema de MCG (para més detalles, ver Al):

Sea I, “R™ > R, funcion no lineal (se sobreentiende en general) k =0,...,N

~

i +4=0,...n 12)

ceR"*, y denotaremos este vector como ¢ = €

Consideremos ahora la funcién vectorial
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y la matriz W = Q\lI
Se quiere entonces:

Minimizar E(C) : E(c) =r" (c)Wr(c) (1.3)
Los parametros C i deben ser determinados para alcanzar dicho objetivo.

El problema anteriormente formulado es el de MCG. También se vio en Al que para resolverlo se podia
utilizar (al menos en teoria) la via del sistema de ecuaciones normales (SEN, definicion usada en un sentido
mas general), que concretamente es el siguiente:

0
JT(©Wr(c)=0 : J()=|—r.(c) (1.4)
oc; k=0,..,N
j=0,..
es la matriz jacobiana de r(C) .
J(c)esunamatrizde N +1 filasy n+21 columnas. "

Ajuste de datos mediante minimos cuadrados generalizados para funciones vectoriales
Recordemos ademas en qué consiste el AD_MCG_FV:

Sea f :9RP — MY, una funcién desconocida en la practica (P =1, =1);x, eRP; f, e R yse
conoce empiricamente, siendo f, una aproximacion al vector desconocido f(x,), (k=0,...,N).
F:RP — R es una funcion de aproximaciona f, F(x) =F(x; c) donde c fue definido en (1.2).
De acuerdo con el parrafo anterior, sea f,, la componente L -sima del vector f,. Ademas, por ser F una

funcion de MPen RNY, esta puede descomponerse en las funciones F :RP >R ,L=1...,q.
Adoptemos las notaciones:

My (C) = ka - I:L (Xk; C)
R (c) = €, (c) ;=0,...,N
Ahora hagamos
R, (c)
R, (c)

R, ()
ysea W una matriz cuadrada de orden (N +1) g, simétrica y definida no negativa.

Entonces, el problema de AD mediante MCG para FV (AD_MCG_FV) consiste en, con las suposiciones
anteriores, realizar (1.3).

Aunque en la definicion de AD_MCG_FV puede tomarse libremente cualquier W que cumpla las

condiciones generales especificadas, en la practica es usual hacer W =V ¥, o sea la pseudoinversa de V

(Gill et al [1990]), donde V es la matriz de varianza y covarianza de la matriz de observaciones
vectorizada.

Inconveniencias de los minimos cuadrados ordinarios

Ya en Al sefialamos la inconveniencia de aplicar Minimos Cuadrados Ordinarios (MCO) cuando hay
correlacién en las observaciones. Para ahondar con respecto a este asunto, Chatterjee and Hadi [2006]
explican que, cuando las observaciones tienen un orden secuencial natural, utilizamos el término “auto
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correlacién” para referirnos a la correlacion, y que su presencia tiene varios efectos en el analisis del
problema. Mencionemos dos de estos efectos:
1. Los estimados minimos cuadraticos de los coeficientes de regresion son insesgados, pero no
son eficientes, en el sentido que ya no tienen la varianza minima.

2. Los estimados de o2 y de los errores estandar de los coeficientes de regresion podrian ser
mucho menores de lo que en realidad son, dando una falsa impresion de exactitud.

2. REVISION DEL SOFTWARE?

Después del recordatorio matematico del epigrafe anterior, pasemos a analizar el software para resolver el
problema de MCG, existente en la bibliografia consultada (tal como se habia anunciado en Al) para
determinar su utilidad, de acuerdo con nuestros objetivos. En aras de la completitud, comencemos pues por
AJUSTE DE DATOS MEDIANTE MINIMOS CUADRADOS PONDERADOS

Hager [1988] hace una resefia al paquete de subrutinas MINPACK-1, en donde se plantea el problema de
MC no lineales (sin hacer referencia a funcion empirica).

Dentro de este grupo pudiéramos incluir al programa NLREG, para andlisis de regresion no lineal (Sherrod
[2003]) y a CurveExpert 1.3, sistema de ajuste de curvas para Windows (su autor es Hyams [2003]) que

permite considerar ponderacion, aunque p = 1.

El caso lineal naturalmente aparece tratado con mayor frecuencia, pero sin la suficiente generalidad y
sistematizacion. Mencionaremos aqui al paquete estadistico compacto DataLab (Lohninger [2008]) ya que

s6lo admite unos pocos modelos no lineales; permite realizar regresion simple, p = ¢ = 1 y no se hace
ponderacion.

Ajuste de datos mediante minimos cuadrados generalizados
Con el enfoque estadistico correspondiente, Zanella et al [2000] sefialan lo siguiente:

“...nos imaginamos de qué manera debe ser enriquecido un manual corriente de control estadistico
de la calidad para incluir métodos multivariados.” Los mismos “representan una contraparte de los
métodos univariados; creemos que estos Ultimos son las herramientas mas populares para control
estadistico y mejoramiento de procesos de produccion usadas en la industria” (y con las que “los técnicos
ya estan bien familiarizados”). “Quizés debido a que hemos optado por tratar de establecer una armazon
paralela entre ambos tipos de resultados, y a que los métodos multivariados ain no han sido
suficientemente estudiados ni tratados, no hemos encontrado problemas que pudieran ser considerados
como sustancialmente multivariados; esto trae como consecuencia que a menudo se han usado métodos
estadisticos inapropiados en el caso univariado.” “Quizas se necesitara algun software adicional, mas
orientado especificamente a las aplicaciones del anélisis estadistico multivariado en la industria y en el
control de procesos.”

Caso no lineaINCSS es un moderno sistema para el trabajo estadistico. EI mismo contiene algunos
procedimientos para el ajuste lineal de datos que permiten introducir varias variables dependientes, pero en
este caso, analiza cada una de ellas separadamente. En el caso no lineal, con un amplio meni de funciones
de aproximacion, sélo se brinda la posibilidad de trabajar con una variable dependiente (véase Hintze
[2007]).

En Smith [1993] aparece un algoritmo para MCG cuyo cédigo en FORTRAN recibe el nombre de
GLSMOD; aunque este puede utilizarse para resolver problemas de tamafio pequefio, presenta los
siguientes inconvenientes:
1. Suinformacion de entrada requiere de un gran trabajo preparatorio (este aspecto en particular fue
sefialado por el propio Smith), parte de esa informacion es la matriz de covarianza

correspondiente al vector inicial de pardmetros c@, y la imagen de c© por la funcion que

2 Ademés de las referencias del §7, la busqueda de mas de 140 publicaciones, registradas en Al, §9 (“Bibliografia”), result6 también
de utilidad para este trabajo.
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asigna a cada vector de parametros C el vector formado por la aproximacién a cada una de las
observaciones. También es necesario suministrarle V, la matriz de varianza y covarianza de las
observaciones.

2. p=1.
3. Seexige que V sea definida positiva.

En realidad R no es un paquete estadistico, sino un ambiente de programacion estadistico (UCLA, no
aparece fecha). En Hengl [2007] se dice que “Muchos usuarios de R creen que en Estadistica no hay mucho
que R no pueda hacer.”

En este ambiente se pueden ajustar datos (no vectoriales) mediante modelos no lineales. Se permite que los
errores estén correlacionados y tengan varianzas distintas (ver R [2008]).

Caso lineal
Dentro de este caso (MCGL) incluimos a MathWorks [2004], que ajusta datos a un modelo (lineal o red
neural), y admite la inclusion de matriz de covarianza.

También tenemos a WOMBAT, un paquete de software para analisis genético cuantitativo; este supone que
el modelo es lineal y que las matrices de covarianza tienen rango completo (véase Meyer [2007]).

Ajuste de datos mediante minimos cuadrados generalizados para funciones vectoriales

El ambiente de programacion interactivo S aborda la aproximacion, para mediciones repetidas (“serial
data”), cuando hay “multirespuestas” (multivariada con varias caracteristicas), en este tltimo caso realiza la
regresion mediante splines, restringida a lineal més alla de los nodos exteriores (vea Alzola and Harrell
[2002]). Ademas, el capitulo 8 de esa publicacion trata sobre funciones suministradas por S para regresion
lineal multiple. ®

SEM (Structural Equation Modeling) es una familia de técnicas estadisticas (LISREL, AMOS y EQS son 3
paquetes populares para realizar SEM). En esta Gltima (| >1, y aunque —al igual que en regresion— es

posible afiadirle al modelo transformaciones no lineales de la variable original como exponencial o
logaritmica, se supone que las relaciones entre las variables son lineales (vea Structural [2002] y Scientific
Software International [2003]).

El potente software SAS permite el analisis de modelos en los cuales la relacion entre las variables viene
expresada mediante un sistema de una o mas ecuaciones no lineales; la funcion empirica puede ser
vectorial. La estimacion mediante MCO no lineales se realiza iterativamente mediante una linealizacion del
modelo con respecto a los parametros.

En el método de MCG que proponemos en esta investigacién no se utilizan variables instrumentales (SAS
[2008]). En correspondencia, veamos los métodos de SAS para estimacién de parametros que no requieren
de instrumentos, aparte de OLS (que es para MCO). Los mismos son: ITOLS, SUR, ITSUR y FIML.

En ITOLS, la matriz de covarianza de orden (N + 1)q especificada en la funcion objetivo es diagonal
simplemente. Sobre los restantes métodos, haremos mas adelante un comentario. Por el momento, digamos
que, acerca de FIML (“Full Information Maximum Likelihood””) o mdxima verosimilitud con informacién
completa, la propia publicacion sefiala que:
1. FIML supone que los errores de las ecuaciones tienen una distribucion normal multivariada.
Si los errores no estan normalmente distribuidos, el método FIML pudiera producir pobres
resultados.
2. El mismo es costoso desde el punto de vista computacional.

Limitaciones que pueden existir en la matriz de varianzay covarianza

® R esta basado en S, lenguaje anterior de dominio pablico (Vinod [no aparece fecha]).
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En los métodos SUR e ITSUR de SAS, la matriz de varianza y covarianza V tiene la misma forma que en
Gallant [2000], Cué et al [1985], Marangoni [1999], Multiresponse [2003] y Saha [2003], ya explicada en
Al, es decir:
V=2X&I (2.1)
Como sabemos, esto trae como consecuencia dos restricciones:
1. Se consideran correlaciones slo entre caracteristicas de una misma observacién o “individuo”.*
2. Dadas dos caracteristicas determinadas, las covarianzas correspondientes a cada uno de los
individuos son todas iguales.

Similarmente, aunque —como hemos dicho— en SAS [2008] la funcién empirica puede ser vectorial, la
funcion objetivo del método FIML involucraa 2, que es la matriz /< (] que representa simplemente las

varianzas y covarianzas entre las ( caracteristicas, sin tomarse en cuenta las diferencias entre los
individuos.

Como puede apreciarse, el software que se reporta en la bibliografia consultada no resulta adecuado para la
resolucién automatica del problema general de AD_MCG_FV que formulamos en el 81, por tener las
limitaciones que se han sefialado.

Por lo tanto, tal como se habia anunciado en Al, se presentara una implementacién de dicho ajuste.
3. ALGORITMO PARA EL AJUSTE DE DATOS

Fundamento
El fundamento esencial del algoritmo realizado se explica a continuacion. En (1.3), si W =V © (ver Gill
et al [1990]):

>
E=r"Vir=r' (JAU T _ I, por la descomposicion espectral de V
~

=rT QUAUT :r =r" QDU t (3.1)

~
Como V tiene | valores propios nulos @ > 0 , podemos decir entonces que:

~

T
E=r'QDU" s

donde U _ es el resultado de eliminar en U los vectores propios columnas correspondientes a los valores

propios nulos, y D_ es una nueva matriz cuadrada diagonal que resulta de haber eliminado las | filas y
columnas correspondientes a los mismos. Ahora bien:

E=s's (3.2)
donde S:D_%U_T r
Parar=f —F,
s=0UD”*f-QUD"*F (33)

Minimizar E en (3.2) es el problema de MCO, y para resolverlo utilizaremos la funcion “Isqcurvefit”, que
es suministrada por MATLAB, y realiza AD mediante MCO para FV.
Otras cuestiones relativas al algoritmo seréan justificadas posteriormente.

Pasos esenciales del subprograma
El algoritmo fue programado en MATLAB Version 7.3 mediante la funcién “MCG_Aju_dat_fun_vec”.
Los pasos principales de este subprograma son los siguientes:
1. Asignacién de los pardmetros verdaderos de entrada: Valores_var_indep (valores de la variable
independiente), Observaciones (valores de la variable dependiente), aprox_inicial (aproximacion

* Esto también se aplica al ambiente de programacion S.
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inicial) y V (matriz de varianza y covarianza). Ademds el usuario debe suministrar las
componentes de la funcién vectorial de aproximacién F y sus matrices jacobianas, es decir F1, J1,
F2, J2,... (las matrices jacobianas son opcionales).

2. Mediante la descomposicion espectral de V, asignar a val_prop sus valores propios , y a V los
vectores propios.”

3. Ordenar la informacion anterior de acuerdo con los valores propios, de mayor a menor.

4. Calculo de “rango” (rango de la matriz original V) y reduccion de la cantidad de valores y
vectores propios.

5. Hallar el reciproco de cada valor propio.
(Este paso es basico en el calculo de la pseudoinversa, este no se realiza explicitamente).

6. Calculode D_ 2 U_Ten (3.2) y asignar el resultado a \V.°

7. Vectorizar “Observaciones”.

8. Hacer Observaciones=V* Observaciones.

(Ahora "Observaciones" tiene solo “"rango” elementos. Este es integramente el primer término de s

en (3.3) y sera uno de los parametros verdaderos en "Isqcurvefit").

9. Llamado a la funcidén “Isqcurvefit”.
Los pardmetros de entrada son: @Fun’, aprox_inicial, Valores var_indep, Observaciones,
opciones®. La funcion “Fun”, que tiene como objetivo principal suministrar el vector columna de
aproximacion (o sea, F en (3.3)), se explicara en el siguiente sub-epigrafe.
Los parametros de salida son: vec_param (vector de parametros, con los valores de las incognitas),
norma_resid_al_cuad (norma del residual al cuadrado), menos_residual (residual cambiado de
signo), indicador (del criterio de parada que se cumplid), otras_informac®.

10. Conjuntamente con los parametros de salida anteriores, se brinda el valor de “rango” en el
parametro “rango_V”, y se pasa el control al programa que invoc6 a MCG_Aju_dat_fun_vec.

En el paso 3 del algoritmo anterior, la ordenacion de los valores y vectores propios puede justificarse como
H 10
sigue:

En 31) V = UAU". Para cambiar el orden en gue aparecen los valores propios en A, hacemos el
cambio de variable PTAP = A, , donde A, contiene los valores propios en el orden deseadoy P es
una matriz de permutacion tomada convenientemente. Entonces:

V =UPA,P'UT =U AU,
por lo que —intercambiando también en U las columnas— se mantiene la igualdad."* m

Célculo del vector de aproximacion F
La funcién “Fun” es invocada por Isqcurvefit; y —como se dijo anteriormente— tiene como objetivo
principal suministrar el vector columna de aproximacion, es decir, F en (3.3)).
Los parametros de entrada de Fun son: vec_param y Valores_var_indep.
Los de salida son: F (vector columna de aproximacion) y J (matriz jacobiana de F). El algoritmo
de célculo de los mismos puede resumirse como sigue:
1. Iniciar F y J como vectores columnas vacios.
2. Para caracteristica desde 1 hasta cant_caract?, repetir:
2.1 Evaluar en (vec_param,Valores var_indep) la funcion y la matriz jacobiana
correspondientes a “caracteristica”, de acuerdo con las “functions” definidas por el usuario.

® Esta descomposicion espectral se realiza a su vez mediante un pequefio subprograma. Para economizar espacio, los vectores propios
sustituyen a V; debemos tener en cuenta que, desde el punto de vista de la memoria que requiere, V es una matriz costosa.

® Tampoco se realiza directamente, en aras de la eficiencia.

” Puntero a “Fun”

® para indicar si se brindan o no matrices jacobianas.

® Informaciones sobre el algoritmo utilizado y el proceso iterativo, brindadas por “Isqcurvefit” (ver ejemplo en §5).

10 Recordemos que, como la matriz es simétrica, todos sus valores propios son reales.

1 Este razonamiento es vélido cualquiera sea el orden deseado; en el caso particular de mayor a menor se aplica implicitamente
cuando hacemos en U el “mismo cambio” que en A.

12 cantidad de caracteristicas, que es igual a g en (1.1).
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2.2 Expandir F y J, respectivamente, con las evaluaciones del parrafo anterior, agregando estos
elementos en los vectores columnas.
(Para cada invocacion a Fun, este ciclo evalGa las funciones F1, J1, F2,J2,...,y  va expandiendo F
y J hasta completar la formacion de ambos).
3. HacerF=V *F;
Hacer J=V *J.
4. Retorno a Isqcurvefit

Para la realizacion del ciclo del paso 2 se utilizo la funcion “eval”, para lograr ejecucion de instrucciones en
MATLAB que puedan modificarse dindmicamente.

Justifiquemos las dos ultimas asignaciones de Fun (las del paso 3). La primera corresponde al segundo
término de (3.3). Para justificar la segunda asignacion, probemos que

Jywe =V

donde J,.= Yy Jg son las matrices jacobianasde V * F y F , respectivamente.

En efecto, de acuerdo con (1.5) sea @ = (N + 1)q; a el rango de la matriz V original, o sea, el contenido
de rango_V,y m la cantidad de parametros. Sea ademas:

F=€. o V=4 108
Entonces
VEeGoFL
También, de acuerdo con (1.4):
0
‘] *E = q .
vF 8Cj I i=1...,a
j=1,...m
Pl Q
=|— >V, -F
5Cj ; 'k “ i=1..,a
j=1,...,m
2 0
= Zvik —— K
k=1 oc, i=1,...a
) j=1,...,m
=V-J. "

Nota: En caso de que este programa vaya a suministrar matriz jacobiana, la funcién Isqcurvefit exige que se
brinde la de F, que difiere en el signo de la matriz jacobiana de I definida formalmente en (1.4).

4. ESTIMACION DE LA MATRIZ DE VARIANZA'Y COVARIANZA
DIFICULTADES PARA CALCULAR YV

Como sabemos, en MCG_Aju_dat_fun_vec, uno de los pardmetros de entrada es V, la matriz de varianza y

covarianza, cuyo orden es (N + 1)q, por lo que es probable que a un usuario le resulte dificil o trabajoso
suministrar dicha matriz, aunque sea aproximadamente. Es por ello que se presentard un algoritmo para
estimarla.'®

Para el célculo de V utilizando la conocida férmula
NS (i
CO‘U(Y, X) — lel(yl y)('xl 'x) (4.1)

n—-1

13 Como se vera posteriormente en el ejemplo, a pesar de las dimensiones de V, su informacién (til es a menudo de un orden mucho
menor.
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necesitamos tener (N + 1)q vectores, lo que —suponiendo que cada vector tenga n componentes—
conlleva conocer n(N + 1)q ntmeros, donde n debe ser algo grande, de manera que la estimacion

calculada sea suficientemente buena. Sin embargo, en “Observaciones” solo disponemos de (N + 1)q
nL'Jmeros, que es mucho menos.

Si nos atenemos estrictamente a la informacidn con que contamos, para cada individuo y cada caracteristica
tenemos solamente un vector trivial, que es simplemente un escalar. De esta manera se individualizaria
totalmente la informacion en cada una de las caracteristicas, pero por supuesto, el calculo de las
covarianzas careceria totalmente de confiabilidad.

Yendo al otro extremo, si utilizamos (2.1), tendriamos muestras suficientemente grandes, pero todas las
caracteristicas quedarian globalizadas, al no reconocerse las posibles diferencias entre individuos.

¢Que hacer entonces?
Ante la imposibilidad de generar una V individualizada completamente (por no contar con suficiente
informacion) adoptaremos una estrategia de compromiso entre ambas posiciones extremas.

Para ello, se ordena previamente la informacién de acuerdo con los individuos, y posteriormente se hace
una particion de las observaciones en grupos (o “clusters”), de manera que todos los individuos de un
mismo grupo (es decir, aquellos cuyas observaciones estan contenidas en un mismo grupo) sean
relativamente cercanos o afines. Entonces, para el calculo de la covarianza correspondiente a dos
caracteristicas especificas de un par dado de individuos, tomaremos como muestras los grupos en los que se
encuentran, y esta covarianza sera la misma para todos los individuos de dichos grupos.

Caracteristicas generales del algoritmo
El algoritmo que lleva a cabo la idea bosquejada en el parrafo anterior, también fue implementado en
MATLAB 7.3, en esta ocasién mediante la funcién “Estimar_mat_Cov”. Este subprograma le brinda al
usuario diferentes opciones, la primera de ellas es decidir el nivel de detalle para la estimacién de V:
1. 'Individuos no correlacionados': Corresponde con (2.1), en este caso no se forman grupos.
2. 'Grupos no correlacionados': Cada grupo tiene covarianzas independientes, pero no hay
correlacion entre individuos de grupos distintos.
3. 'Grupos correlacionados': Cada grupo tiene covarianzas independientes y en general, hay
correlacion entre individuos de grupos distintos.

En los casos 2 y 3, se puede imponer la cantidad minima de observaciones que se desea que haya en cada
grupo, y asi alcanzar mayor precision al calcular (4.1). También puede exigirse que todos los grupos tengan
el mismo tamafio; esto tiene ventajas y desventajas, como veremos después.

El espacio de las unidades experimentales o individuos puede tener una sola dimensién (como en el caso de
unidades de tiempo) o varias dimensiones, cuando por ejemplo se trate de puntos del plano o del espacio
tridimensional. En general, por convencion, las columnas correspondientes a los individuos van a ser las
primeras columnas de Valores_var_indep; por lo tanto es posible que un mismo individuo aparezca
repetido, de manera que le correspondan varias observaciones.

Si no se le pide al algoritmo que todos los grupos tengan el mismo tamafio, este tratard, como es natural,
que todas las observaciones correspondientes a un mismo individuo estén incluidas en un mismo grupo. Es
por esa razon que en este caso el subprograma le pregunta al usuario cuantas dimensiones tiene el espacio
de los individuos (dim_indiv). Entonces, los individuos estan determinados por las primeras dim_indiv
columnas de Valores_var_indep.

Si denotamos mediante G el grupo 1-ésimo, y C la cantidad de grupos, entonces podemos decir que G; es
una matriz de n; filas y g columnas, I = 1, ..., C.

Cuando hablamos de “tamafo” del grupo 1-ésimo, nos referimos al valor de n; .
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Vimos en Al que, para formar la matriz VV , consideramos la particion

Vie = Vig - qu

V= vLH wolq Vi = Vg - Vg
H=1,...q :

Va1 Van Vaq

donde cada V|, es un bloque cuadrado de orden N +1

Si al llamar a Estimar_mat_Cov seleccionamos para la estimacién de V la opcion 'Grupos correlacionados',
el bloque genérico V;y de la matriz resultante quedard a su vez particionado en los sub-blogques
S, ] =1, ..., C, ytendré la estructura siguiente:

511 512 Sl] SlC
521 522 52] SZC
Sll SIZ SI] SIC
SCl SCZ SC] SCC

Estos C? sub-bloques en general no son del mismo tamafio.

Sea
m = min{n,, n]}
Entonces

1 - 1
&,::Cov(le."nLLLcy(lunn,H))-(s - 5) 4.2)
1 - 1

nyxnjy
Como puede apreciarse, los sub-bloques de la diagonal son cuadrados.

En el caso particular que todos los grupos tengan el mismo tamafio 1m , es posible dar una expresion mas
directa para V. Sea

G =[G1(¢,1)...Gc(2,1)G1(2,2) ... G (2,2) ... G, (2, q) ... G (2, q)]
(operacion de concatenacion)

A= (aij)quCq = Cov(G) (4.3)

1 - 1
V:A®<E=.E> (4.4)
1 1 mxm

Ahora bien, si al llamar a Estimar_mat_Cov seleccionamos para la estimacion de V la opcién 'Grupos no
correlacionados', en el bloque genérico V; ; de la matriz resultante,
S}y quedaré definido asi:

Entonces
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Observemos que la definicion anterior coincide con (4.2) cuando I = J , y que ahora V;;; es diagonal por

1 - 1
Cov(G,(s,L),G, (o, H))-| i = sil=]
Sy = 1 - 1V (4.5)
Oy sil#+]

bloques.

En particular, si todos los grupos tienen el mismo tamafio m , definimos a partir de A en (4.3), la matriz

B = (bij)CqXCq:

by = {aij sii = j(mod C) ij=1,..,Cq
J 0 en otro caso

y entonces

1 - 1
V=B® .
1 - 1/ psm

Pasos esenciales del subprograma
Los pasos principales de Estimar_mat_Cov son los siguientes:

1.
2.

3.
4,
5

11.
12.

13.

Asignacion de los parametros de entrada: Valores_var_indep y Observaciones

Asignar a p el nimero de columnas de Valores_var_indep, y a g el nimero de columnas de
Observaciones (de acuerdo con (1.1)).

Hacer Info=[ Valores_var_indep Observaciones]™* (operacién de concatenacion).
Ordenacion ascendente de Info

Asignar a Val_var_indep_ord las primeras p columnas de Info, y a Observ_ord las dltimas g

columnas de Info.
(Estos son pardmetros de salida de Estimar_mat_Cov)
Asignar a cant_obs (cantidad de observaciones) el nimero de filas de Valores_var_indep.

Preguntarle al usuario con qué nivel de detalle desea estimar V, y registrar la respuesta en

nivel_detalle.*®

En el caso de que nivel_detalle corresponda con 'Individuos no correlacionados':

8.1 Calcular V de acuerdo con la igualdad (2.1).

8.2 Retornar (al programa que invocé a Estimar_mat_Cov).

Preguntar cudl sera la cantidad minima de observaciones en cada grupo, y asignarla a cant_min.

. Si cant_obs<cant_min (la cantidad de observaciones es insuficiente):

10.1Calcular V de acuerdo con (2.1).

10.2Sefalar la insuficiencia mediante un mensaje.

10.3Retornar.

Preguntar si se desea que todos los grupos tengan el mismo tamafio.
Caso de “Si’:

12.1 Hacer cant_fil_g = min{j|cant_min < j < cant_obs A\ ’|cant_obs}.
(Cantidad de filas que tendré cada grupo)
12.2 Asignar a Cant_gru la cantidad de grupos.
12.3 Para cont_grup™ desde 1 hasta Cant_gru, repetir:
Formar Grupos{cont_grup}.
12.4 Hacer cant_fil_gru(i)*’= cant_fil g, para todo i=1,..., Cant_gru
(pues todos los grupos tienen la misma cantidad de observaciones).
Caso de ‘No’:

 Informacién inicial

15 Esa y otras preguntas se realizan mediante ments o mediante ventanas de dialogo, algunas de las cuales seran vistas en el § 5.
16 contador de grupos

Y7 cantidad de filas del grupo i
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14.
15.

131 Preguntar cuantas dimensiones tiene el espacio al que pertenecen los individuos, y
asignarlo a dim_indiv.
13.2Hacer cont_grup=0 (contador de grupos).
13.3Hacer i=1 (i controla el ciclo de las observaciones).
13.4Muientras sea i<=cant_obs repetir: (se seguiran afiadiendo observaciones)
13.4.1 Hacer k=0 (contador interno dentro de un grupo).
13.4.2 Iniciar gru como matriz vacia.
13.4.3 Mientras sea k<cant_min y no esté vacia Info, repetir:
13.4.3.1 De acuerdo con el valor de dim_indiv, seleccionar todas
las filas de Info correspondientes al primer individuo, y guardar esta
matriz en Info_indiv_1.
13.4.3.2 Eliminar las primeras p columnas de Info_indiv_1.
(Ahora queda s6lo la informacion basica del individuo.)
13.4.3.3 Afiadir todas las filas de Info_indiv_1 a las filas de gru.
13.4.3.4 Asignar a cant_indiv_1 la cantidad de veces que aparece el individuo 1
(es igual a la cantidad de filas de Info_indiv_1).
13.4.3.5 Hacer k=k+ cant_indiv_1; i=i+ cant_indiv_1.
13.4.3.6 Eliminar de Info las filas correspondientes a Info_indiv_1.
13.4.4 Incrementar cont_grup.
13.4.5 Hacer Grupos{cont_grup} = gru.
13.4.6 Guardar en cant_fil_gru(cont_grup) el numero de filas de gru.
13.5 Hacer Cant_gru = cont_grup.  (Cantidad de grupos)
13.6 Si cantidad de filas de Grupos{Cant_gru}<cant_min:*®
13.6.1 Afiadir todas las filas de Grupos{Cant_gru} a Grupos{Cant_gru-1}.
13.6.2 Actualizar cant_fil_gru(Cant_gru-1) y decrementar Cant_gru.
Si Cant_gru = 1, advertir que hay un solo grupo de observaciones.
Si nivel_detalle corresponde con 'Grupos no correlacionados':
15.1Para cont_grup desde 1 hasta Cant_gru, repetir:
Calcular cov([Grupos{cont_grup} Grupos{cont_grup}]), e ir formando V de acuerdo
con (4.5).
15.2Retornar

Finalmente, caso en que hay correlacién entre individuos de grupos distintos:

16.

17.

Para cont_grup desde 1 hasta Cant_gru, repetir:
Para j desde 1 hasta Cant_gru, repetir:
Calcular covarianzas entre los grupos cont_grup vy j, e ir formando V de acuerdo con
(4.2).
Retornar.

INFLUENCIA DE LA SELECCION DE ALGUNAS OPCIONES EN LA ESTIMACION DE V

Zoonekynd [2007] sefiala que, en la estimacion de la matriz de correlacién, la no utilizaciéon del mismo
numero de observaciones (tamafio de muestra) para calcular todos los coeficientes, trae como consecuencia
que la matriz de correlacién no necesariamente tiene que ser definida positiva.

Como consecuencia, en este caso V tampoco tiene que serlo. Esto constituye una desventaja de la opcion de
no exigir que todos los grupos tengan igual tamafio al invocar a Estimar_mat_Cov.

Por otra parte, la opcion contraria de formar todos los grupos con igual tamafio, tiene las siguientes
desventajas:

1.

2.

Es posible que toda la informacion correspondiente a algin individuo no esté incluida en un
mismo grupo.*®

Si el Unico entero mayor o igual que cant_min y divisor de cant_obs es el propio cant_obs,
entonces habrd un solo grupo, y no se individualizard la informacion (ver instruccion 12.1 del
algoritmo).?

'8 entonces el ltimo grupo es demasiado pequefio.
1% De cualquier manera esto no podria ocurrir si a cada individuo le corresponde una sola observacion.
20 En particular esto ocurre cuando cant_obs es primo.
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En general, Estimar_mat_Cov produce siempre una matriz simétrica, pero como consecuencia de que los
grupos no sean del mismo tamafio o de que estos no sean suficientemente grandes para el calculo de (4.1),
es posible que aparezca algun valor propio pequefio de V que sea negativo, lo que atentaria contra el hecho
de que esta debe ser definida no negativa. Si esto ocurre, el usuario puede:

1. Aumentar el valor de cant_min.

2. Utilizar otra opcion para la generacion de V.

3. No hacer nada, e introducir la misma V para hacer el ajuste de datos. En este caso,

MCG_Aju_dat_fun_vec filtrara el valor propio negativo y el vector propio correspondiente.

Demostraremos a continuacién que, si se aplica la opcion 3, con el filtraje no se introduce un error
adicional significativo en la estimacion de V:

Sea V' una matriz simétrica de orden Q . Sabemos que, por la descomposicion espectral:
V =U0AUT (4.6)
donde A = diag(/ll,/lz, ...,/lQ) U = (v1v2 vQ) y las columnas (vj)j=1 o 5N los vectores

propios correspondientes a (/1]-), formando una base ortonormal en R?. Sin pérdida de generalidad,
podemos suponer que A; = A, = -+ = Ay,

Pero
A= A 0
=(c 1)
y
U =(U_vq)
Sustituyendo en (4.6):
ur
V = (U_A_ /‘]'QUQ) <vT>
Q

= U_A_UZ + /‘].Qvag
V == V + AQUQU%

IV =Vll, = [elllvell,lIvall, = |2l

por ser normales los v; . Entonces el error absoluto adicional cometido es a lo sumo el valor absoluto del
valor propio despreciado. Con respecto al error relativo, se tiene que

V-V
IV =7, _Jal

VI, = (44
ya que, como V es simétrica, se cumple que 0; = |/1j| , donde g; es un valor singular de V, para j =

1,..,0Q.

En la desigualdad anterior, como A; es el valor propio de mayor magnitud, la cota es un nimero
relativamente pequefio, dentro de nuestro problema. u

5. EJEMPLO

Sea
fiR? SR fUy)=€enUu+y), In(2+u-y)_
Como valores de la variable independiente, consideremos todos los pares (u,y) cu =025y =

0.2j; i,j =0, ...,5. De manera mas precisa (de acuerdo con la notacion utilizada en el §1 para definir
AD_MCG_FV):
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Tomando en cuenta que k = 0, ...,35 puede escribirse de manera tnica como k = 6b + d; b,d =
0,...,5, entonces x;, = (0.2b,0.2d).

Como observaciones, se tomaron las imagenes exactas de los 36 pares (u, y) por f, y cada una fue
alternadamente disminuida o aumentada en un 5%; o dicho mas formalmente

fie = fla) — (=1D* x 0.05f (%)

FQ,y;c,c, _=€n€ +u+y, In@+cu—y_ 51)
Se quiere realizar AD_MCG_FV.  Por supuesto, al resolver este problema debe obtenerse
aproximadamente ¢, = 0; ¢c,=1.

Consideremos ahora

Correlacion existente
Si ahora escribimos (“reshape”) Observaciones como una matriz 12x6, obtenemos:

0 0.3699 0.6815 0.6585 0.8317 0.9781
0.2086 0.5929 0.8835 0.6172 0.8279 1.0033
0.3699 0.6815 0.8854 0.4465 0.6585 0.8317
0.5929 0.8835 1.0347 0.3533 0.6172 0.8279
0.6815 0.8854 0.9496 0.1732 0.4465 0.6585
0.8835 1.0347 1.0225 0 0.3533 0.6172 (5.2)
0.1887 0.5364 0.7994 0.7490 0.9077 1.0437
0.4089 0.7532 0.9786 0.7278 0.9192 1.0811
0.5364 0.7994 0.9362 0.5584 0.7490 0.9077
0.7532 0.9786 1.0496 0.4935 0.7278 0.9192
0.7994 0.9362 0.9252 0.3196 0.5584 0.7490
0.9786 1.0496 0.9548 0.1914 0.4935 0.7278

Si dividimos el conjunto de individuos en tres grupos de 12 individuos cada uno, podemos considerar
entonces que en la matriz anterior, las tres primeras columnas corresponden a la primera caracteristica de
los tres grupos respectivamente; y similarmente las Gltimas tres columnas con respecto a la segunda
caracteristica.

La matriz de coeficientes de correlacion es:

1.0000 0.9858 0.7775 -0.8128 -0.7945 -0.7631
0.9858 1.0000 0.8722 -0.7718 -0.7457 -0.7054
0.7775 0.8722 1.0000 -0.5218 -0.4773 -0.4183
-0.8128 -0.7718 -0.5218 1.0000 0.9955 0.9799
-0.7945 -0.7457 -0.4773 0.9955 1.0000 0.9944
-0.7631 -0.7054 -0.4183 0.9799 0.9944 1.0000

De acuerdo con el pendltimo pérrafo, si dividimos la matriz anterior en cuatro bloques cuadrados

(B,y) 1=1,2 tenemos en cada bloque B, los coeficientes de correlacion correspondientes a las
H=1,2
caracteristicas L y H de los tres grupos.

Puede observarse entonces la alta correlacién existente entre las caracteristicas de los distintos grupos.?*
Esto hace que la aplicacion de los modelos que se estan presentando aqui sea adecuada.

Por otra parte, las covarianzas correspondientes a (5.2) son:

2 Recordemos que, a diferencia de Cov(Y,X), Cor(Y,X) es invariante por cambios en la unidad de medida, y siempre toma valores
en[-1,1].
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0.0924
0.0636

-0.0588
-0.0446
-0.0353

Estimacion de V

0.0636
0.0450
0.0247
-0.0390
-0.0292
-0.0227

0.0247
0.0193
0.0193
-0.0130
-0.0092
-0.0066

-0.0588
-0.0390

0.0109
0.0566
0.0438
0.0354

-0.0446
-0.0292
-0.0130
0.0438
0.0342
0.0279

-0.0353
-0.0227
-0.0092 -0.0066
0.0354
0.0279
0.0231

(5.3)

Para ejecutar el software realizado comencemos con la estimacion de V mediante Estimar_mat_Cov.

Inicialmente, aparece el

ivel de detalle para la estimacion de

Individuas no correlacionados

Grupos no correlacionados

Grupos carrelacionados

Suponga que seleccionamos “Grupos correlacionados”. A continuacion se abre la ventana

J Para alcanzar mayor precision:

o

iCual ez la cantidad minima de ohzervaciones en cada grupo?

[ Ok l ’ Cancel ]

Aceptemos la cantidad por defecto. La siguiente pregunta es:

) Con posible separacidn de la inf. de algtin indiv.: |Z||E|[E|

i Desea que todos los grupos kengan el mismo tamafio?

| ves | [ ma || concel |

Supongamos que la respuesta es afirmativa (por ejemplo), entonces —de acuerdo con el paso 12.1 del

algoritmo- se formaran 3 grupos de 12 filas cada uno.
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Por la instruccion 5 sabemos que los valores ordenados de la variable independiente y las observaciones
correspondientes son parametros de salida.??

Comentemos sobre el otro parametro de salida, es decir, V. Como se selecciond la opcién de igual tamafio
para todos los grupos, podremos ver con claridad la estimacion de V5,7, hecha por el subprograma,
mediante la sustitucion directa en (4.4), haciendo A igual a la matriz (5.3)ym = 12.

Verifiquemos ademas la simetria y la definicion no negativa de V. En efecto:
>> norm(V-V')2

ans =
1.8642e-016
. . 24
>> min(real(eig(V)))
ans =
-1.1832e-016

Dentro de la aritmética de punto flotante, estos valores son despreciables.

Ajuste de datos

Una vez estimada V, pasemos ahora a ejecutar MCG_Aju_dat_fun_vec. Toda la informacién de entrada es
la siguiente: Valores de la variable independiente y las observaciones correspondientes®, aproximacion
inicial, que se tomé como (. 5 5T, y la V, cuya estimacion se obtuvo con anterioridad. Ademaés se
suministraron las componentes de la funcién vectorial (5.1) y sus matrices jacobianas, es decir F1, J1, F2
y J2.

Al ejecutarse el programa se obtuvo la siguiente informacion de salida (ver MathWorks [2006]):
Optimization terminated: relative function value
changing by less than OPTIONS.TolFun.
vec_param =
0.0010
0.9999
norma_resid_al_cuad =
2.0891e-004
residual =
-0.0124
0.0063
0.0010
-0.0007
0.0038
indicador =
3%
rango_V =
5
otras_informac =

22 En el caso de este ejemplo en particular, no hubo modificacién con respecto a los parametros de entrada.

Zgerefiereall |, .

24 Aunque en teorfa los valores propios en este caso deben ser reales, es posible que, producto de las aproximaciones, aparezcan
componentes imaginarias pequefias. De cualquier manera, posteriormente la funcion “MCG_Aju_dat_fun vec” las filtrara.

% En nuestro caso ya fueron obtenidos anteriormente de manera ordenada a partir de Estimar_mat_Cov.

% Indica que el cambio en el residual fue menor que la tolerancia especificada.
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firstorderopt: 3.4512e-006

iterations: 4

funcCount: 5

cgiterations: 4

algorithm: 'large-scale: trust-region reflective Newton'
message: [1x87 char]

Estos resultados concuerdan con lo que esperdbamos. La aproximacion éptima

F*(wy) = (Ff(w,y), F3(u,y))
que hemos obtenido, asi como los conjuntos discretos de puntos estan representados en el siguiente grafico:

AJUSTE DE DATOS MEDIANTE MCG PARA LA FUNCION WECTORIAL DEL EJEMPLO

F2*

F1*(u,y) = sen(0.007 +u+y)

F2*(u,y) = In(2-+0.5999%1-y) f U

Debemos sefalar que al resolver este mismo problema mediante MCO, tomando como referencia ¢* =

(0 1)T, el error en vec_param es unas 3.4 veces mayor que el que obtuvimos anteriormente, lo que
también resulta normal (ver final del §1). [

6. CONCLUSIONES

1. De acuerdo con los objetivos propuestos, se ha presentado aqui un algoritmo implementado para
realizar AD_MCG_FV, donde la matriz V de varianza y covarianza (correspondiente a la
vectorizacion de la matriz de observaciones) es simétrica y definida no negativa (no
necesariamente definida positiva), y las componentes de la funcion vectorial son en general no
lineales.

2. También se ha presentado un algoritmo implementado para estimar dicha V, si el usuario lo desea,
con diferentes opciones.
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3. En general —en aras de la eficiencia— los subprogramas elaborados explotan las facilidades de
MATLAB para las operaciones matriciales, y se toma en cuenta que el orden de V puede ser
grande.
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REVISED SEPTEMBER 2010
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